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ALGUNOS INTEGRALES DEFINIDOS Y LAS ECUACIONES EN DIFERENC/AS FINl
TAS QUE SATISFACEN.
Gahriel POVEDA RAMOS.
I. Cu ando se trata de aplicar el met odo ll amado "de cuadr atur a de Gauss", en
Andli s is Numerico, para construir formulas para el cdlculo aprox imado de inte grale s
de la forma
f+I f(x). sen x , dx
-I
s iendo f(x) una [un cion de jin ida en todo el int erualo cerrado [·1, + 1] • el pr oble »
ma se enfoca presuponiendo que la formula es una combinacidn lineal de valores de
la [un cion f(x) en ciertos puntos del intervalo [·1, + 1] (que se trata luego de
identi jic ar), y que dicha formula es riguros amente correcta para los primero s miem •
bros de la familia de funciones
"rJ+]. , ...
has In 'in sradn tal que permita loc ali zar los puntos alu didos ,
2. A] de s arroll ar ese algoritmo, el calculis ta se ve llevado ala necesidad de
obtener los valores numericos de la familia de integrales
(01) I = r1 xn• sen x , dx , siendo n = 0,1.2,3.
n -1
que forma una suce sion de ntimero s reale s, y de la cual trat a esta nota.
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3. Es c laro que si se conoc ier a una re lacion general de recurre nc ia entre do s 0
mas miembros cons ecu tiuos de esta [amil ia.r v si se conocieran los valores numeric os
de un ndmero ade cuado de miembr os iniciales podrian obtenerse lue go, por recurren -
cia, los ualore s de los re s tantes has ta el valor de n que [uera ne ce s ario, E sta ob-
seruac ion no es otr a cos a que una maner a de expre s ar el teorem a de ex is tenci a y u':!i.
cidad de soluciones para e cu ac ione s en diferenc ias [init as , puesto que toda re lac ion
general de recurrencia para term ino s c on s e cut.iuos de una s uce s ion, equivale a una e
cuacidn en dijerenci as ji nitas,
4. En primer lug ar es [dc il advertir que si n es par los ualore s In son nul os;
En eje c to, poniendo n = 2 r, COT! r~ N, Sf' tiene
I = f+1
2r -1
x 2 r • sen x • d x = fOx 2r • sen x , dx + f +1X 2r sen x .d x
-I 0
_f+1 (_xy2r.sen (-x), di-x] + f+1 .>. sen x , dx = O.
o 0
Grdfic amente es [dcil ver de inm ediato que tal integral es nul a, porque representa al
area comprendida entre el eje Ox y una curva cuyas ordenadas e s tdn dadas por la
[uncion impar y = x2r• sen x, entre los dos pun tos s imetrico s -I y + 1.
5. Por 10 tanto, en 10 que sigue nos ocuparemos solo de. los miembros de la [a-
milia (0.1) de orden imp ar, 0 sea los de la [orma
(02) I - f +1 X 2r + 1 • s en x, dx = 2 f +1 X 2r + 1 • s en x , dx2r+ 1 - -1 0
siendo r = 0, 1, 2, •••
6. EI primero de los terminos de esta sucesiOn es
'1 = J+1 x. sen x. dx
·1
que usando el recurso llamado de integracion por partes, resulta ser
11 = 2. sen 1 • 2 cos 1
o bUn
(03) s • c,
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s ierido s = 2. sen 1, c = 2. cos 1.
7. Los valores de estos ntime ros pue den c alculars e us ando las series de Mac-
Laurin de sen x y cos x
sen 1 1 • 1/31 + 1/51 1/71 + .
cos 1 1· 1/21 + 1/41





0.60233735787953 (con 14 dec imale s exactos)
cos 1
s = 2. sen
c = 2. cos
s • c
8. La ley de re currenc ia entre los termino s de la s uc es ion (02) es muy sene ill a
y [dcil de e st ab le cer, Electivamente, s ienao k cual quier numero natural mayor que
cero (es decir kEN +), e int egran do POl' partes dos veces s e tiene
·2 cos 1 + (2k+ 1) J +1 x 2k cos x, dx
-1
Es decir
(J.+) 12k+1 =·2 cos 1 + 2 (2k+ 1) sen 1· (2k+ 1) 2k. 12k_1
y testa e cuacidn de re currenc i a permitiria calc ular numeric amente, C!71 [or.ua cons.:cJi.
tiua, todos los termino s de la s uc esion de integrales (02) bas ta e l orden que se de-
see.
9. E s bien sab ido que las pot enc ias enteras cre ciente s de cada ntimero real en
el intervalo (0.1) lorman una suc es ion de cre ciente, Es de c ir, que para cada k na-
tured y cada x E (0,1), se tiene
En cons e c uenc ia
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2 J 1 x2k + 1. sen x, dx < 2 Jl 2k - 1 d 1o 0 x .s en x, x = 2k - 1
y la suce sion (02), cuyos terminos son todos pos itiuos re sult a ser mon aonic a yes-
trict amente de cre ciente, En otros terminos
(04-A) L112k+ 1 = 12k+3 - 12k+ 1 < 0 para todo keN.
Adem ds se aduiert e [dcilmen te que 10 suces ion converge a cero.
10. La ecuacion de rec urr enc ia (04) puede e s cribirs e en la forma protot ipo para
una ecuacion en dijeren ci as finitas, ordinaria, lineral, no-bomog ene a :
(05) 12k+1 + (2k +1) 2k ·12k_1 = (2k + 1) s - c
La ec uac ion bomog ene a as oc iada es
(06) 12k+ 1 + (2k+ 1) 2k. 12k-I = 0
y, como se s abe bien, su soluc ion es l a parte complement ari a de la soiucion general
e (05). La forma de la ecuacion (06), que t iene coe jiciente s variables, perm ite ca -
tal ogarl a bajo el tipo que se llama "de Euler-Cauchy", ya que puede escribirse tam-
bien
(06-A) I (2) I -2k + 1 + (2k + 1) 2k _ 1 - 0
en donde el exponente entre p aren te sis indica "potencia factorial de s cendent e'";
11. Dentro de la teoria general de ecuaciones en diferencias [init as, es s abido
que tales e cuacione s de Euler-Cauchy, admiten soluciones de la forma
en donde A es un factor arb itrario con s tan te 0 p eriodic o en k, de periodo 2,. )'
m2k + 1 es una p otenci a factorial descendente que debe s atis jacer identicamente la
condicion es ta blec ida por (06·A). Es ta con die ion se ob tiene su s tituy en do la solu •
cion (07) en la e cuac ion (06·A), para obtener
(2k+l/m2k+1) • (2k+1) 2k (2k.1)(m2k.1) 0
(2k+ 1) (m2k+ 1) = (2k+ 1) (2+m2k.l)
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Esta con di c ion que da s atis f e cb a con m2k+ 1 = 2k+ 1. Por 10 tanto, la parte comple-
men tari a de la soil/cion general de (05) es
(08) y2k+ 1 = (.J)k A (2k + 1) (2k+ J) = (.J)k A (2k+ 1) !
12. La s olucion general de (05) puede hallarse re curriendo al metoda de varia-
cion de p ardmetros en la parte c om plemen taria, Pong amos, pues,
(09) /2k+ 1 = (.1)k Ak (2k + 1) !
y sustituyamos en (05) :
(.J)k Ak (2k+ 1) ! + (2k + 1) (2) Hi-1 Ak_1 (2k·1)! (2k+ 1) s - c
[ s(2 k)!





(.1)1' / (2r)! • c 2: (.1)1' / (27+1)! + A
r = 1 0
s iendo Ao una con s tan te aditiva arbi trari a 0 periodica de periodo 2. Ex cluy endo
e st a con s tan te se obt iene una s oluc ion particular (es de cir, pon iendo Ao = 0) en
la ex pr e sion (09):
s(2k+1)! Tik (_1)k+T /(2r)!'c (2k+1)! rik (.1)k+r /(2r+1)!
1'=1 1'=1
(10)
lntrodu z cam os el factor (2k + 1)! dentr o de las s urnac ion e s , y re cordem os que
r ~ le, en cuyo c aso
(2k+1)!/ (2r)! = (2k+1)(2k+1) /(21')(21') = (2 k + 1)(2k+1.2r)
(2k+ 1)! / (21'+ 1)! = (2k+ 1) (2k - 21')
Ad enids, bag amos en las s umatorias de (10) el c ambio de indice k·r = m, En e s-
ta forma la s olucion particular (09) queda
s "fO (.1)2k.m (2k+ 1) (2m+ 1) • c m2:=0 (.1)2k.m (2k+1) (2m)
m r le-L m=k·1
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En e s ta forma la solucion particular (09) queda
s 1;= 0 (-1) 2k-m (2k + 1) (2m+1) • c ~i.0 (01) 2k - m (2k + 1) (2m)
m=k-1 m=k-1





1=(-1) Ao(2k+1)!+s ~ (_1)2k-m (2k+1) (2m+ 1)+ m=o
m=k-1
. c! (-1) 2k-m (2k + 1) (2 m)
m=o
para k = 1.2.3.4 •••. , el cu al satis jace la ecuacion de recurr enc ia (05) como se
puede comprob ar sin dificultad,
13. Aplic ando la solucion (11) al cas o k = 1. se obtien e
y usan do dire c tam en te la formula (05) se tiene
13+3x2 .11=3 soc
de don de el valor de la con s t an te aditiua es
en nuestro caso,
14. Sustituyendo Ao en la soluc ion general ball amos [inalmente l a forma de la







(2k+I)! + s [(2k+1)0(2k+1)(3)+ .• .+ (_l)k-I(2k+d2k-I]





s [ (2k+ 1). (2k+1) (3)+ ••• + (o1)k-I (2k+ 1) (2k-1)+ (_I)k (2k + 1) ! ]






r (2r+ 1) r=k (2 r)
(-1) (2k + 1) • c L (-ll (2k+ 1) , con
r=o
k = 1, 2, 3, .
de la ~ual se obtiene la forma explicita de cualquiera de los integr ale s en la suc e -
sian (02) de que nos oc up amos; Fdc itmente puede comprob arse que esta s olu cion
es c orr e c ta, s us tituvendoia en la e cu ac ion (05).
15. Us an do la formula de re c urren c ia (05) y p artiendo del valor ya conocido de
II' se p ueden obtener los prim eros de l a s uc e sion p or computo numeri co dir e ct o, Es•
te comp uto 10 ha becbo el autor en una c alc uiador a e le c tron ic a de mesa, mar ca Sharp
con 16 digitos de registro y apr ox im ac ion al 14° decimal. Los s iet e prim eros resulta-
dos que da la md quin a, son
Il = 0.60233735787953










que son may or e s (ff) que 1]3' y a partir de los cu ale s la s uc e s ion num er ic a comie.!!;
z a a aurnen tar (ff) y a os cil ar en signo ('f). Mas ade iant e se explica este [enomeno,
16. Dividiendo ambos mi embr os de la e cuacion de re curren ci a (05) por (2k+l)
se obtie ne
• 2k 12k _ 1 + s - __ c_2k+1






lim (k. 12k_1)=s/2 =senl=0.841470984807902.k-.oo
17. A partir de los ualor e s numeric os de los primeros ierminos de la s uc e s ion
de los 12k+ 1 • pre s ent ados atrd s, cal cul am os dire ctamen te los prim eros siete ter-
minos k 12k _1 que resultan s er, bast a el 14° decimal:









En el grdfico an exo se mu e str an los pr imer os termino s de 12k+ 1 Y de k. 12k-I•
18. Si en el com put o numeric o del valor de s se introduce un error no nulo f
y en el computo de c se introduce otr o error no nulo 0, est os errores se propagan
b as ta 12k+ 1 introduc iendo en e s te un error f2k+ l' que, comparado con el del tiL
m ino anterior, se pue de deduc ir de la mi s ma e cuacion de re curren c i a (05) :
(14) f2k+ 1 = - (2k+ 1) 2k f2k- 1 + (2k+ 1) f - 0
La presencia de 0 en el ultimo termino y no en otro mue str a que de s de que f y 0
no sean ambos cera, la s uc es ion de errores no p uede tener cero como limite (si es
que tiene limite). Es to signijica que el error propagado no es dis ip atiuo. Ent once s
adm itamos que f2k+ 1 tiene limite jinito (no nulo) y escribamos l a e cuac ion (14)
en la [orm a
- 2k +




















Tomando limites (con k-.oo) se obtiene el re sult ado ab sutd o
o = - 00
luego el error propag ado no tiene limite [ini to, es de cir, no es estacionario.
19. Lo que es mas import ante, es que el error no sol amen te no es e st acion ario
sino que es no-acot ado 0 diuergen te, Porq ue si exi stiera una cot a superior B para
el modulo del error, se tendria que con todo valor de K
- B < (2k+ 1 < B
y ob seruan do que
- (2k + 1) < - (2k + 1) ( (2k + 1)
-1<0<1
al sumar las tre s liltimas de s igualdade s se tendria, por (14),
B+2k+2
2k (2k + 1)
<< ( 2k - 1
para todo valor de k, y de ello se seguiria que
demos tro que no es pos ible ,
lim
k-.oo
0, 10 cual ya se
Ademds, la [orm a de l a e cuacion (14) mue s tra que a partir de c ierto ualor de k
el s igno de l error es os cilant e, como ya se aduirtio , a menos que ( y 0 sean am-
bos ceros, lo cu al no es posible en e l compute numerico.
20. Re sumien do lo anterior, se conc luy e que si y solo s i, sen 1 y cos 1 p ue-
den computars e con ab solut a ex ac titu d, el error propagado es cero. En realidad, y ya
que sen 1 y cos 1 no son rac ion al e s, t ienen una expansion decimal injinit a y pa-
ra re al i z ar computos num eri c os con ellos la expansion de ambos debe s us p en der s e
en algiin pun to, re dond eando por exceso 0 por dejecto pero, en todo caso, haciendo
21. La jormuLa deL error se deduce
k
(15) (2k 1 = (~ (_1)r (2k+ 1)
+ r = 0
de (12) Y resuLta, evidentemente
(2r+1) +0 f (_1)r-l(2k+1)(2r)
r = 0
Si La expansion se suspende en el n-esimo decimaL, redondeando eL que siga, es
77
I ( I ~ 5 x 10 -n-1 y 181 ~ 5 x 10 r:': de don de resulta una cota superior para el mo-
dulo del error come tido en cada termino 12 k+ 1 :
Como se ue, para g aran iiz ar que el modulo del error sea pe queiio para un valor dado
de k, es n e ces ario tom ar n muy grande, es de c ir, determin ar sen 1 y cos 1 con
un ntlmer o muy gr ande de de c im al e s e x ac to s
21. Vo luien do al e stu dio de nu e s tr as int egrale s, es cribamos expli citam en te su
ley de [orm acion :
(16) 12k+ 1 = s [(2k+ 1) - (2k+ 1) (3) + .,. ± (2k+ 1) (2k+ 1) ]
- c [ 1-(2k+ 1) (2) + ••• ± (2k+ l)(2k)]
Us an do el oper ador deriuante 0, tal que 0/ (t) = d] / dt, la anterior expre sion p ue-
de e s cribir s e
1 2 t. 4 06 2k zi : 1) I2k+1=(1-0 +'J - + •.. )((2k+1)st oct t=l
en don de la barra vertical a l a derecha con t en la parte inferior, signi jic a el valor
que re sul ta de hacer t = 1 en la expre sion que re s ul ta al ap lic ar el oper ador en O.
Form alme nte (y tam bien analit ic am en te} podemo s es crib ir
(17)
Es"te re sult ado si gni jic a que para la ec uac ion dijeren ci al
(18) y" +y = (2k+ 1) st2 k _ c t2k+ 1
exis te una s olucion particular F (t .. k), tal que
22. Como es bien sabido, toda solucion particular de la ecu acion dijerenci al
(18) e s tie l a forma
(20)
-it t






e ¢ (v). du , du
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en don de u,v son variables libr es, A y B son cons tante s in determ in adas, y ¢(v)
es
¢ (v) = (2k + 1) s v2k • c v 2k + 1
De tal maner a que el resu/tado que acabamos de establecer significa que exi s te un
par de ualore s para los coeficientes A, B tales que
·i 1 2iu






v du , du
Comparando esta expre sion can la forma general de /2k+ l' dada por la formula
(12), igualando los coe ficient es de s y de c, puede es cribir s e
r=k (2 1) ·i 1 2 iu u . 2k
A = L (.1)r (2k+1) r+ • (2k+1) e J e J e·tV• v .dv. du
r=o a a
r=k (2)·i 1 2iu u ·iv 2k+1
B = L (.1)r (2k+ 1) r + e J e J e v . du, du
r=o a 0
yean est os dos valores en (20) obtenemos explic itamente la forma de la [uncion
F(t,k) tal que F(1,k)
23. Finalmente, int eresa tamar nota de una de sigualdad que puede est abl ecerse
respecto a los valores de la suc es ion 12k+ l : De la ecuacion (04) de re currenci a ,
se deduce
y de la in ecuacidn (04 A) se deduce
Por 10 tanto, de est as dos tiltimas expre sion e s se obtiene
(2k+3) s v c
(2k+3) (2k+2) +1
24. Otros aspectos int eres an te s de esta cue stion podrian dis cutirs e, a no ser por
la necesidad de lim itar la extension de esta breve nota.
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